5. A SZILARDSAGTAN 2D FELADATAI

A szilardsagtan (rugalmassagtan) kétdimenzios, vagy kétméretii (2D) feladatai korébe harom feladatcsoportot
szokas sorolni:

- a sik alakvaltozasi feladatokat (SA),
- az 4ltalanositott sikfesziiltségi allapot feladatait (ASF) és
- a forgasszimmetrikus, vagy tengelyszimmetrikus feladatokat (FSZ).

5.1. A feladatok értelmezése
5.1.1. A sik alakvaltozasi feladat (SA)

Definicio: sik alakvaltozasrol beszéliink, ha a vizsgalt testnek van egy kitiintetett sikja, amellyel parhuzamos
valamennyi sik alakvaltozasa azonos ¢és a sikok tavolsaga sem valtozik.
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Az abran lathato esetben az alakvaltozas az X,y sikkal parhuzamos sikokban azonos. Az alakvaltozas soran az
X, Y -nal parhuzamos sikok tavolsaga nem valtozik. Ebben az esetben az egész test alakvaltozasa egy sik (pl. a
z =0 sik) alakvaltozasaval jellemezheto.

Ilyen alakvaltozas altalaban olyan testeknél fordul el6, ahol a b méret a test tébbi méretéhez képest nagy. Pél-
daul vastag falt csd, alagut stb. Az ilyen szerkezetek mechanikai modellje a legnagyobb méretre meréleges
egységnyi vastagsagli metszet.

Az U =UE, +VE, +We, elmozdulasmezd koordinati: u=u(x,y), v=v(x,y), w=0.

A tetszOleges P pont nem mozdul el z iranyban és az X,y sikkal parhuzamos elmozdulasai nem fliggenek a
pont z helykoordinatajatol.

Az alakvaltozasi dllapot: i 1 ] ou ov ow
€y ¥ 0 Ex = gy:_’ ‘Sz:_Eo
2" OX oy 0z
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Afesziiltségi dllapot (az dltalinos Hooke-torvénybdl): [ F |=|t,, o, 0

v |0 0 o
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Az alakvaltozasi és fesziiltségi allapot is harom, egymastol fliggetlen koordinataval jellemezhet6 és minden
koordinata csak az x és y fliggvénye.

Az alakvaltozasi allapot fiiggetlen jellemz0i: g, &y,7,y-

A fesziiltségi allapot fliggetlen jellemz6i: o,,0,,1,,.

5.1.2. Altalanositott sik-fesziiltségi feladat (ASF)

Elnevezés: altalanositott sik-fesziiltségi feladat = tarcsa feladat = sajat sikjaban terhelt lemez feladata.

Tarcsa: olyan test, amelynek egyik mérete Iényegesen kisebb, mint a masik kettd, értelmezhet6 kozépsik és
a terhelés vastagsag mentén vett ereddje a kozépsikba esik.

AY

X

__ 2

¥ X

bl {---—----1 e T e
kdzépsik

v?
Kiindulo feltételezések:

- b <<atest mas jellemz6é méreteinél,

- z=0 akozépfeliilet, a kozépfeliilet sik,

- a kiils6 terhelésben nincsenek z irdnyu erdk, az X,y sikkal pdrhuzamos erdk ereddje az X,y sikba esik,

-az= J_rg feliiletek terheletlenek.

A fesziiltsegekre vonatkozo feltételezések:
- Az= i% feliiletek terheletlenek = o, |+9 =0.
2

- Ha b kicsi, akkor o, =0 nemcsak a feliileteken, hanem a tobbi helyen is.

- A 0,,0,,T, a Z helykoordinata paros fiiggvényei. Z z
- A 1,,7, a Z helykoordinata paratlan fiiggvényei.
i 9 ? gX TZX
A vastagsagra vonatkoztatott atlagos fesziiltségek bevezetése:
Gy T O
Atlagos fesziiltségi tenzor: [E} =1, o, 0} ahol
Xyz 0 0
_ 1 _ 1 _ 1
GXZBIGXdZ' Gyzgjcydz, G, =BJ‘GZdZ=O,
(b) (b) (b)
_ 1 _ 1 _ 1
Ty = b J‘ T,,02, T, =5 j 1,0z =0, Ty =5 j 1,,02=0.
(b) (b) (b)
Mechanikai modell:  a testet (tarcsat) a kdzépfeliiletével helyettesitjiik s a mechanikai jellemzdket (a vastag-

sag mentén képzett atlagértékeket) a kozépsikhoz kotjik.
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X:_l—vz (8x+V8y)l Gy:m(sy'FVgx), GZ:O:SZZ_E(SX"_S),),
E
- ! ?XZ:0:>_XZ:O' ?XZ—O:> - =
Xy 2(1+ V) YXy y Y
Olyan altalanos alakvaltozasai jellemzéket kapunk, amelyek szintén csak az X,y helykoordinatak fiiggvényei:
-1 1 ]
€, :B.[Sxdz’ g ZBISde, Yy ZBJ-yxde.
(b) (b) (b)
o1
&y E ny 0

Atlagos alakvaltozasi jellemzk: | A|= lvxy g, 0l

Xyz

_ au _ oV _ ou ov
SX:_’ =—, X=_+_’
OX Yooy Yooy ox
Uz1 udz, vzijvdz, W:ljwdzEO,

b b b

(b) (b) (b)
W=0, de w(x,y,z)20 = ¢,#0 = ¥, #0.

Példaul:

LA £ .-

A —n

3 P AP .. f(xy)

A fesziiltségi és alakvaltozasi allapot itt is harom, egymastol fiiggetlen koordinataval jellemezhetd, amelyek
csak x,y fliggvényei.

Az alakvaltozasi allapot fliggetlen jellemzdi: ¢,,¢,,7,,.

1—]|»<

A fesziiltségi allapot fiiggetlen jellemz6i: 6,,6,, 7T, .

5.1.3. Forgasszimmetrikus feladat (FSZ)

Elnevezés: forgasszimmetrikus feladat = tengelyszimmetrikus feladat.
Definicio:  forgasszimmetrikus, vagy mas szoval tengelyszimmetrikus geometridju és terhelési testek feladata.
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A forgasszimmetrikus alaku alkatrészek a gépészetben gyakran eléfordulnak (pl.: esztergalas).
Az abran § a térfogati terhelés stiriségvektora, p a feliileti terhelés siirliségvektora és f a vonalmenti terhelés
stiriségvektora.

A definiciobdl kovetkezden sem a test geometrigja (alakja), sem a test terhelése nem fiigg a ¢ koordinatatol. =
A mechanikai mennyiségek nem fiiggenek a ¢ koordinatatol.

Koordinata rendszer: R,z,¢ (HKR — gorbevonalu koordinata-rendszer!)

Elmozduldsmezd: U =UE; +VE, , u=u(R,z), v=v(Rz), w=0.
A test pontjai a meridian sikban mozdulnak el.
AZ
P(zR) P(zR)

B 4

—h

T
€CD¢
+;UCDL /
vao /_

merididnmetszet

1
€r EVZR 0
Alakvaltozasi allapot, alakvaltozasi tenzor: [é]z %YRZ g, 0|,
Rze
0 0 g,
. _au 8_@ . _2(R+u)n—2Rn_£ _8_u+ﬂ 0
TR s 0 2R R TR Yo = ¥R
o Tr O
Fesziiltségi dllapot (altaldnos Hooke torvénybdl): [Fl=|t o, 0]
Ree 0 0 o
€q+€,+¢ €q +€,+€ €q +€,+€
Cg = E gt —— 0y | czzisz+uv, c, = E 8$+R L2y,
1+v 1-2v 1+v 1-2v 1+v 1-2v
TRZ - 2(1+V)YRZ’ T‘PZ _TR(P -

Az alakvaltozasi és a fesziiltségi allapot négy-négy, egymastol fiiggetlen koordinataval jellemezhetd.
Az alakvaltozasi allapot fiiggetlen jellemz8i: e, €,, €., Vg,
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A fesziltségi allapot fuiggetlen jellemz6i: og, 6,,0,, Tg,.

5.1.4. A 2D feladatok kozos jellemzoi

- Mindharom feladatban minden mechanikai mennyiség két helykoordinatatol fligg.
- Mindharom feladatban két egymastol fiiggetlen elmozdulasmez6 van:
u=u(xy) u=u(xy) u=u(R,z)
v=v(X,y) V=V(xY) v=V(R,z)
SA ASF FSZ
- Két fiiggetlen skalaris elmozduldsmezobdl a test minden mechanikai jellemzoje (alakvaltozasi és fesziiltségi
allapot) eldallithato.
5.1.5. A 2D feladatok kiilonbo6z6ségei
- A vizsgalt testekben feladattipustol fiiggden mas és mas mechanikai (alakvaltozasi, fesziiltségi) allapot alakul
Ki.
- Az altalanos Hooke torvénybdl feladattol fliggben kiilonb6z6 anyagegyenletek adodnak.
5.2. Az izoparametrikus kozelités (interpolacio)

Definicio: izoparametrikusnak azokat a kdzelitéseket nevezziik, amelyeknél az elem geometridjanak (alakja-
nak) leirasara és az elemen beliil az elmozdulasmezé koézelitésére ugyanazokat a fiiggvényeket
hasznaljuk.

Az elem geometridjanak leirasa/megaddsa - izoparametrikus leképezés.

Egy gorbékkel hatarolt négyoldalu siktartomanyt egy két egységnyi oldalhosszusagu négyzetre képeziink le.
Az egyik tartomany minden P pontjahoz kolcsondsen egyértelmiien hozzarendeljiik a masik tartomany minden
IT pontjat.

P(xy) <  TI(&n).

A hozzarendelésnek oda-vissza miikddnie kell.

n
A
ty S, S A, 1 A,
> +
(g |1
Sl -1 g i
S, leképezés A T,
> 1

X

> h (& mx
Zm:hi (&,n)yi |

i=1

Leképezes:

x=x(& )}’ X(i,n)=zhi
)

y(&m

m - a tartomany hatarat megado S; pontok (csomopontok) szdma,
X;,Y; -az S; pont helykoordinatai,
h (&.m) - az alakfiiggvények, kozelité fiiggvények.

Az alakfiiggvények eléallitasa:

Kovetelmény:  a leképezést megado fiiggvénykapcesolatnak az S; <> A pontokra is miikddnie kell.

72



’ 1 hai=j,
Ezért: hy (gj’ni):{q ha i#j.

Ebbdl a tulajdonsagbol kiindulva az alakfiiggvények merghatarozhatok.

A leképezes megfordithatosaga, derivalasok:

f(xy)
Legyen: 4 x(&m) ¢ adott (ismert)fiiggvény.
y(&m)

Allitsuk elé az f fiiggvény &,m, illetve X,y szerineti parcidlis derivaltjait:
a_dox oy Al [x ] [a
ot oxog oyag| _ |eE|_ o | | ox
of _ot ox ot oy a x oy |dy
on 0O0xon oy on on on on oy

J(&m)
Jacobi-fele

fliggvény matrix
A leképezes kolesonosen egyértelmii (megfordithato, vagyis oda-vissza miikodik), ha J (E,, n) invertalhato.
Az invertalhatésag feltétele: det‘ J(& n)‘ # 0.

Az inverz Jacobi' matrix (a numerikus el6allitishoz sziikséges alakban):

Yy Yy
J_]_: 1 aT] 8&
= detI(gm)|| _x o
om o8

Az elem nem elfajulé (a leképezés kolcsondsen egyértelmii), ha:
- a tartomany alakja konvex (még az abra bal oldalan lathato hatareset is megengedett),

- kvadratikus (masodfokt) elemnél a paros sorszamu pontok az oldal k6zéps6é harmadaba esnek.

A

a) Négy csomopontu (linearis) négyszogelem.

AT]
y 4 3 4 3
(1,-1) (1,1)
> &
| . 2 X 1 2

1) (2
Alakfiiggvények | Approximdcios fiiggvények:
(Minden alakfiiggvény tartalmaz egy masodfoku tagot is.)

! Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) német matematikus.
73



n(EM=20-9-n).  h(an)=;@+E)-n)

nEm) =g @ e)@en),  h(Em)=;a-g)Len),
h(En) h(&n)

1 13 €
hs(é’n)

Ay76 71\2315
" 5
4 8 45

Alakfiiggvények/Approximadcios fiiggvények:
(Minden alakfiiggvény tartalmaz legalabb egy harmadfoku tagot.)
1

(& m) =4 (1-g)L-n)(-5-n-1), ny(5m) =5 (1-€) (- )
s (&m)= i(1+é)(1 n)(g-n-1), n(6m)=2(L+8) (1)
(&) =5 (L &)L m)(E+n-D), () =5 (1-€7) 2+ m)
m(am:%( £)(L+m)(-£+n-1), h(En)=Z(-g)-n)
h, (&) hy(&m) h(&m) h, (&)
n n n n
1
1
g g 3 3
h, (&) n h, (&) n hs (&) n hg(&m) .
g g 3 3
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C) Haromszog alaki elemek elddllitisa négyszogelemekbdl degenerdcioval

Eléfordulhat, hogy a vizsgalt test (tartomany) nem fedhet6 le jol négyszogelemekkel. Sziikség lehet harom-
szOg alaku elemek alkalmazasara.

Degeneracio: a négyszogelem sarokpontjainak egybeejtésével (egy oldal hosszanak nullara zsugoritasaval)
haromszdg elemet allitunk elo.

Kovetkezmény: mddosulni fognak az alakfliggvények.

- Harom csomopontu (linedris) haromszégelem

Leképezés:

K(6m) =3 (L-8) (=) + 5 (L E) (L) + 5 (L+E) (L)% + 3 (1-E) L+ ),

V(8m) =7 (1-2) =)y + L+ E) A=)y, + 5 (1 E) (e n) s+ Z(1-E) L+ )i,
Degeneracio: X; =X,, Y;=VY,.

K(Em) = 3-8 (=) + L+ E)(L-n)x + 5 (1),

y(Em) = 3-8 A=)+ (L E) =)y, + 5 (1),

A degeneracidval eldallitott linearis haromszdgelem alakfiiggvényei:

h'(&n)=h (&),
hz* (ivrl) =h, (&vﬂ),
hy"(&m)=hs(&mn)+h,(&n).

- Hat csomopontu (kvadratikus) haromszégelem

A kvadratikus négyszogelem alakfiiggvényei:
R(en)=(Lrg) L m)(E +m -], i=1357,
R (&) =S L+ gL m)[1-(en ) (&) | i-2.4.68

Degeneracio:

X1:X2:X3}
Yi=Y.=Y;

75



A degeneracidval eldallitott kvadratikus haromszog alaka elem alakfiiggvényei:

b (&m)=h,(&n)+h,(En)+hs(Em), h; (&m)=h,(&m),
h; (&) =hs (&m)+4h(&m), h; (&) =hg(&n)-24h(E ),
hg(&m) =t (&m)+ah(Em), he (&.m)=hy (&),

5 (&,
b, (&,
ahol Ah(&n)= ( )( -n°).

crer

elkezdhessiik) van sziikség a 3",4",5" pontokban az alakfuggvenyek korrekciojara.

5.3. Interpolacios eljarasok

Interpoldcio:  adott (diszkrét) pontokban vett fiiggvényértékekre (és derivaltakra) illeszkedo fliggvény felirasa,
amelynek segitségével az adott pontok kozotti fiiggvényértékeket lehet megbecsiilni.

A leggyakrabban alkalmazott interpolacios eljarasokat tekintjiik at.

5.3.1. A Lagrange-féle interpolacio

Ismerjiik az f (&) fiiggveény helyettesitési értékeit a &;,&,,..&, helyeken.

Egy olyan, az f(@) figgvényt kozelitd n(i) fiiggvényt akarunk felirni, amely atmegy az
f (&), f(&)... f(&,) figgvényértékekkel megadott pontokon.

A

p
A kozelitd fiiggvény: n(&)= Z L, (&)f (E)j )
=1
p - azoknak a pontoknak a szama, ahol a fliggvényértékek rendelkezésre allnak.

A Lagrange-féle interpolacios polinomok altalanos alakja:
(E-8)(E-8)-~(6 -8 )(8-E1a)-(E-8p)
&5 =) (&5 —€2)-(8; 1) (&) —&jua) (&5 —&p)

Lj(g):(
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5.3.2. Az Hermite-féle interpolacio6

Az Hermite®-féle (ermit) interpolacional ismerjiik az f (&) fiiggvény és az f (&) fiiggvény f'(&) elsé derivalt-
janak helyettesitési értékeit a &, &,,...€, helyeken.

A

& & & &
Egy olyan, az f(&) fiiggvényt kozelité n(&) fliggvényt akarunk felirni, amely 4atmegy az
f(&) f(&)..f (ﬁp) fiiggvényértékkel megadott pontokon és ezekben a pontokban f'(&;), f'(&,)....f ’(ﬁp)

a derivaltja.

p p
A kozelits fiiggvény:  m(8)= D Ho; (&) (&;)+ D Hy; (8)F'(&;)-
= j=1
Az Hermite-féle interpolacios polinomok: Hy; (&)= [1— 2(?3 —&; ) L; (%';j )] sz (€),
Hy;(8)=(&-5;) 55 (8)

Megjegyzések:

- A radszerkezeteknél Lagrange- és Hermite-féle interpolaciot alkalmaztunk.
- Az izoparametrikus kozelitésnél kizarolag Lagrange interpolaciot alkalmazunk.

5.4. A ,,hagyomanyos''és az izoparametrikus végeselemek dsszehasonlitasa

A ,, hagyomanyos elemek” jellemzdi:
- Az elemhatar egyenes vonal, vagy sik feliilet.
- Az integralas elvégzésének megkonnyitésére elemhez kottott, helyi koordinata-rendszert (KR-t) vesziink fel.

- Az elmozdulasmez6t a helyi koordinata-rendszerben hatvanysorral kozelitjiik- a hatvanysor egyiitthatdinak
nincs fizikai tartalma.

- Az egyiitthatokat kifejezziik a helyi koordinata-rendszerben vett csomoponti paraméterekkel (az elemek szint-
jén egyenletrendszert kell megoldani).

- Az elem merevségi matrixat és a csomopont terhelésvektorat helyi koordinata-rendszerben allitjuk el6 (az
integralas zart alakban még helyi koordinata-rendszerben, egyenes/sik oldalak esetén sem egyszerii).

- Az elemek Osszekapcsolasahoz a merevségi matrixokat és a csomoponti terhelésvektorokat egy globalis koor-
dinata-rendszerbe kell transzformalni.

Célkitiizes:

- Ne kelljen elemenként egyenletrendszert megoldani.

- Ne kelljen koordinata transzformaciot elvégezni.

- Legyen egyszer(i az integralas.

Az izoparametrikus elemek jellemzoi:

- Az elemhatar lehet gérbe vonal, vagy gorbiilt feliilet is.

- Az elem geometridjanak leirasat leképezéssel végezziik el - az elemhez illeszkedd ,,természetes” &,n,C koor-
dinata-rendszert vesziink fel.

2 Charles Hermite (1822-1901) francia matematikus.
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Az elmozdulasmezdket elemenként a globalis X, Y,z koordinata-renszerben kozelitjiik.

Az elmozdulasmezok kozelitésére a leképezésnél hasznalt fiiggvényeket alkalmazzuk.

A kozelité fuggvényekben kozvetleniil a globalis koordinata-rendszerben vett csomoponti paraméterek jelen-
nek meg.

Az integralast a ,,természetes” &,m,{ valtozok szerint végezziik el egy kocka/négyzet tartomanyra.

Az integralast nem zart alakban, hanem numerikusan végezziik el.

5.5. Linearis és kvadratikus végeselemek 2D (SA, ASF, FSZ) feladatok megoldasara
a) Sik (SA, ASF) elemek:

Linearis elemek: y 4 3

[EE
N
|
N
y <

Kvadratikus elemek:

b) Forgdsszimmetrikus (gyiirii) elemek:

Linearis elemek: AZ

YO

[
|
VYO

Kvadratikus elemek:
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Gytiriielemeknél a csomdpontot szokas csomokornek is nevezni.

C) A geometria leirdsa:

m
)=2h (&
i=1
m
i=1
m

Sik-alakvaltozas (SA), altalanositott sik-fesziiltségi allapot (ASF):

)=2.h (&

R(&m)=> h(&n)R,

i=1

Z(é,n)=ihi(§,n)2i

i=1

Forgasszimmetrikus (tengelyszimmetrikus) (FSZ) feladat:

d) Az elmozduldsmezd:

SA, ASF: U(x,y) =u(x, y)&, +V(X, Y)E,, FSZ: U(R,z)=u(R,2)&; +V(R,2)E,.

n)=ihf(f;,n)ue
n)=ihf(é,n)ve

Az elmozdulasmezdt ugyanazokkal a fiiggvényekkel kozelitjiik, mint a geometriat.

- Az elmozdulasmez0 kozelitése:

A kozelités matrix alakban: ge(g,n): ée(ﬁ_m) q°
(21) (2x2m)  (2mw)
0 h 0 ..h OF
Az elem approximacios matrixa: [ ‘(& n)] Fg ho0 b (')“ hm:|'

Az elem csomoponti/csomokori elmozdulasvektora:
T
(qe) =fu, v u v, ... u, v,], ahol

u’ -az i csomopont X/ R irdnya elmozdulasa,
Vi -az i csomépont Y/ z iranyl elmozdulésa.
- A monoton konvergencia 2. kritériuma (a teljesség feltétele):

Az elmozdulasmezOnek tartalmaznia kell egy teljes linearis polinomot:

u(x,y)=a,+a,x+asy,
V(X y)=b +b,x+byy.

Ebbdl az elmozdulasmez6bol szamitott csomdponti (csomokori) elmozdulasok:
u; zu(xi!yi):al + X + a3y, VY =V(Xi1Yi)=b1+b2Xi +b,y;.

Ezeket behelyettesitve az elmozdulasmezd izoparametrikus kozelitésébe:
Zl“h gy, _aiZh +a22h +a3Zi)hiyi,
m
v(Em)=D h(&m)y, =b X +b, Xh +by Xy,
" =1 =X =y

Tehata h (&,m) alak/approximacids fiiggvényeknek ki kell elégiteni az alabbi feltételt is:
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e) Az elem alakvaltozasi jellemzdi:

SA, ASF: £ (g m)=D° u*(gm)=[ DA (e m)] o° .
(3x1) (32) (24) o (m)
B*(&m)
(3><2m)
Részletesen kiirva:
2 NP
e e | oXx OX OX
Sx = 9 ue(g,n) = 0 % 0 a_hz
yy oy | |ve(&m) oy oy
S A oh by b by
|0y OX | oy Ox oy OX
FSZ: ¢ (&m)= D" u'(gn)=[D°A°(&m)] °
(4x1) (4x2)  (24) o (2mx1)
B®(&m)
(4><2m)
Részletesen kiirva:
0 0 % 0 a_hZ 0
. | OR R oR
€r 0 oh, oh
0 —r.e o =+ o —2
€ | _ oz {U (&"’l)}: 0z oz
&g 1 5 viEm)] | h 0 '} 0
YRz R R R
a0 Mo oy
L0z OR Loz OR o0z OR

A Ee (é,n) matrixok el6allitdsanal az a probléma, hogy a h; (@,n) fiiggvények nem azoknak az Xxy/Rz val-

tozoknak a fliggvényei, amik szerint derivalni kell.

f) A Jacobi-féle fiiggvénymatrix bevezetése:
Legyen f=f(x,y)=f[x(&mn).y(&mn)]

Allitsuk elé az f fiiggvény & m és X,y valtozok szerinti derivéltjai kozotti kapcsolatot:

o _otox ooy

o
OX
ﬂ'
oy

0 Ox o0& oy ot
of _of ox_ of &y
on oxon oyon
oa | | ox oy lof
o P 6t 6t || o
Matrix alakban: £=6_§ é ﬂx =[g(§,n)]
om| | én on| oy
J(&m)

i(&,n) a Jacobi-féle matrix.
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A Jacobi-féle matrix kiszamitasa (el6allitisa):

fox oy [on(En)  hoh(En)

| Eoa| |Z e X w
SA, ASF: 1=l oy || m oh(en) & oh (&)
ol [T X

(R oz [&oh(En), Soh(gn)

FSZ: J_| % % :; & h®
: = |R | |&ah(En), Soh(En)
on on le on A 21: o

Az alakvaltozasi jellemzok kiszamitasdhoz a h (&,n) figgvények x/R és y/z szerinti derivaltjait kell el6-
allitani (az inverz Jacobi matrixra van sziikség):

| ohy ] o ] oy |oh]
SA, ASF: O |_ga| 061 pom d&|aG
|7 e o o | o
| oy | | on | L on og || on |
[ oh ] oh | [z oh]
FS7: OR|_qa|@&|__1 | on &l
o | = |ah det\J\ R R || oy
| 07 | | on | L 6n oE || on |

Lathato, hogy az inverz Jacobi matrixot is elé6 tudjuk allitani az x=x(&n),y=y(&mn), illetve
R=R(&n),z=2(&,n) fliggvények ismeretében.

Q) Az elem fesziiltségei.:

SA, ASF: o°(&n)=C’ &"(&n).

T (3q) (33) (3)

e e e

o, ¢, ¢ O0]]eg
Részletesen kiirva: o, | =|¢; ¢ 0]]eg

Tyy 0 0 c Vyy
Az anyagallandok matrixanak elemei:
SAl g-E— 1V ___,glv. . _g M 66—V, g-—EF -G

(1+v)(1—2v) 1-2v (1 v)(1—2v) 1-2v 2(1+v)
ASF: ¢ =E— > =261 ¢, =E——=2G—, 6-—F -G
1-v 1-v 1-v 1-v 2(1+v)
FSZ: o (&m)=C" &’(&m).
(4><l) (4><4) (4><1)
or| [a & ¢ Of[&]
C c, 0

Részletesen kiirva: % _|% 4 & &

G, C, ¢ ¢ 0]]¢,

Tre 0 0 0 Cs ¥Rz
Az anyagallandok matrixanak elemei:

1-v 1-v v v E
=E =2G , C,=E =2G , Cy;= =G.

“ (1+v)1-2v) ~ 1-2v 2 T (1+v)(1-2v) T 1-2v °2(1+v)
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h) Az elem xy/ Rz KR-ben vett merevségi matrixa:

]
K= [[B*(em)] CB* (& m)av.
(v)
Az elemi térfogat:  SA: dVv =1 dxdy =1det‘ J ‘ dédn,
ASF:  dV =bdxdy =bdet|J|dzdn,
FSZ:  dV =2RndRdz = 2Rmdet|J|dedn,

Az ¢l8z6 harom sort 4ltalanosan irva: dV =c(&n)d&dn.

Az elem xy/ Rz KR-ben vett merevségi matrtixanak kiszamitasa:

1 1
.
K= [ [[B(em)] B (& n)e(s n)dedn.
n=-1&=-1
Az integracios tartomany alakja négyzet!
Az integrandusz bonyolultsaga miatt numerikus integralast alkalmazunk:

K* =iiwiwj [Ee(&wm)f C*B*(&.m;)c(& ;). ahol

j=1 i=1
Nn - integracios pontok (talppontok) szama,
&;.n; - az integracios pontok helykoordinatai,

W;, W; - integracios sulytényezok.
i) Az elem xy/ Rz KR-ben vett terhelési vektorai:

- A terfogaton megoszIo terhelésbdl:

1

= [[A@En)] aen)av= I [ [2 (&) a(em)e(en)dedn
(omst) ) st

Numerikus integralas: ff= anznlwiwj [Ae (&i M )]T q(<“__,i M )C(&i M )
=1 3 - =
Példa: a forgasszimmetrikus test z tengely koriili forgasa.

R
A térfogati terhelés siirliségvektora: q(R,z)= pw’ {O} , ahol

p - az anyag tOmegsiriisége, m - a test (alkatrész) szogsebessége.
A forgésbol szarmazo csomodponti terhelésvektor:

f =373 ww,2np0’ (A (&my)] mRz(ﬁi'm )det]3]
j=L i=1

- A feliileten megoszIo terhelésbol:




Az 5 (&, n) approximacios matrixot lokalizalni kell arra az oldalra, ahol a ﬁ(&) terhelés hat.

Az n =1 oldal mentén minden csak a & valtozotol fligg: 5 (&,n) = 50 (&)

u(e)=D n (&), g
|:1 — ge ( ) _ éeO ((:) SeJ

V(E_,):Zhi (é)vi- (2x1) (2x6) qe
- )

h 0 h 0 h OF
0O h 0 h O h|

A lokalizalt approximacios matrix: 50 (€)= {

Az alakfliggvények:

h(8)=-36(-2),

:) _ .[ [éeo(g)T p(&)dA, ahol =p(§)={gizzﬂ vagy {ZT((S))}

(%) -

Az elemi feliilet:

2 2
SA: dA=1ds = (%j +[ﬂ} dg,
dg dg
d 2
ASF: dA=bds =b [—X] +(
dg €

FSZ: dA=2Rnds = 2R~ (3—2} +(

Az elemi ivhossz:
ds_[or
dg [d&

2 2
ds - (%J {ﬂj de
dg dg

Altalanosan: ds=c"(&)de.

dx . dy .
=|—€, +—¢€
dg * dg”’

)
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A csomoponti terhelésvektor kiszamitasa:

£ f G g(é)c*dé=gw{5"(gﬁ p(&)e (&)

E=-1
5.6. Numerikus integralas

Az f (X) fiiggvény integralja numerikusan kdzelitdleg 6sszeg alakjaban allithato eld.
Az 6Sszeg minden tagja egy integralasi sulytényezo és egy fiiggvényérték szorzata.

ya ya b n
f(x) ‘[ f(x)dx=>"wf(x)+ R,
~ =0 hiba
f (X = b) W, -az i jelli integracios ponthoz tartozo stlytényezo,
f (X - a) « X; -az i jel integracios pont helykoordinatéja.
X=a X=b > Feladat: A w, és x; értékek meghatarozésa.

a) A Newton-Cotes® (kots) formuldk

Vegyiik fel az integracios pontokat az integracios tartomanyon egymastol egyenld tdvolsagra:
b-a.
X; =Xy + e I.

Helyettesitsiik az f (x) fiiggvényt egy Lagrange-interpolacioval eldallitott fliggvénnyel:
y A ~ n
()~ () =n()= 2L ()T (x)
i—0

f(x) -a fliggvény helyettesitési értéke azx =x; helyen,

A 2ot

A Lagrange-féle interpolacios polinomok:

(X =% ) (X =% ). (X= X1 ) (X = Xi11)---(X—Xy)

L(x)= -

() (% =% ) (% =% )---(6 =% ) (% = Xiya )---(X — %, )
b b n

Helyettesitsiik be a kozelit6 fiiggvényt: I f(x)dx= _[ ZLi(X)f(Xi)dear.
x=a x=a =0

Atalakitésok: j{ f (x)dx =Zn:|: j). L (X)dx} f(x%)+R,,

X=a i=0| x=a

T

X=a

f (x)dx=(b—a)§0:ci”f (%)+R,.

A Newton-Cotes-féle integralasi egyiitthatok (integralasi sulytényezok) a fenti két 6sszefiiggésbol az f (Xi)
tényezok egyiitthatoinak 6sszevetésébol adodnak:

® Roger Cotes (1682-1716) angol matematikus.
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NG oo oG & oG Ry

1 % % 10*(b-a)’ f"(x)
1 4 1 : 5

2 = - = 10 (b—a) "

g L3212 32T q5aqq) vy
90 90 90 90 90

Az n=3 esetén ugyanakkora a hiba, mint n=2-nél és n=>5 esetén is ugyanakkora a hiba, mint n=4-nél,
ezért az n=3, n=5 formuldkat nem szoktak hasznalni.

Specialis esetek:

b
n=1 =  Trapéz formula (szabdly) : I f(x)=(b-a) 2(f +f,),
a

b
n=2 =  Simpson (szimpszon) formula: J. f(x)= b—Ta( fo+4f +1,).

a

y Trapéz szabaly y Simpson szabaly

b) A Gauss-kvadraturdik
Az integralasi pontokat egymastol nem egyenld tdvolsagra, hanem optimalis tavolsagra vessziik fel. Ettol az
integralas pontossadganak javulasat varjuk.

A kozelit6 fliggvény az el6z6 esetben: f Z L,

Itt az x, helyeket is ismeretlennek tekintjiik. (Az elozo esetben az X, helyek ismertek voltak.)
Vegyiink fel polinomot gydktényezds alakban: P(X)=(Xx=%)(X=%;)--+(Xx=%,).

Ez apolinomaz x helyen P(x )=0 értéket vesz fel.

Vegylik fel a kozelito fliggvényt itt az alabbi alakban:

:ZLi(X)f(Xi)-i- P(X)(Bo+le+Bzxz+"'+B“Xn)'

Itt egy olyan kozelit6 polinomot vettiink fel az n pontra, amelynek rendje 2n—1.

b n-1 b
Az eldz6 gondolatmenet alapjan: _[ dX ~ { I L } + ZBJ' l:J- xIp (X) dx}.
i=L

a a j=1 a

Optimaldasi feltétel: a masodik szumma t{injon el.
b
[ XP(x)dx=0, k=12,.n-1
X=a

J

optimalis integralasi pontok.

X
=
Il

* Thomas Simpson (1710-1761) angol matematikus.
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A w; integralasi stlyok fiiggenek az [a, b] intervallum nagysagatol.
Ha a=-1 és b=1 akkor a Gauss-féle integralasi pontok és integralasi egytitthatok:
n X

W
1 0,0000000000 0,0000000000
2 +0,5773502691 1,0000000000
3  +0,774596692 0,5555555556

0,0000000000 0,8888888889

Megjegyzések:
- Az n integralasi ponti Gauss formula legfeljebb (2n—1)-ed foka polinomig bezéarolag adja meg az integral
pontos értékét.

- Azonos szamu integralasi pont esetén a Gauss-formula pontosabb eredményt szolgaltat, mint a Newton-
Cotes.

- Javasolt integralasi fokszamok 2D feladatoknal:

Csomopontok szama Integralés fokszama
m=4,3 2x2
m=28,6 3x3

5.7. Kiegészito megjegyzések 2D feladatokhoz
a) Peremfeltételek figyelembevétele 2D feladatokndl
e (Csuklos megfogas egy pontban

U =0,v;=0 = az i jelli csomopontban koncentralt timaszto-
erd 1ép fel. F.

T
Y X

e  Csuklos megfogas tobb egymas melletti pontban u, =0, v, =0,
. y
i=123.... 1

Az elmozdulasmezo a peremen:
uEen=-D=Sh@u]
=

0,
0.

v X

Nemcsak a csomdpontokban, hanem a csomdpontok kdzotti peremszakasz minden pontjaban nulla lesz
az elmozdulas.

Az ilyen megtamasztas a peremgorbe merev megfogasat eredményezi. Ez a valosagban ritkan fordul el6,
ezért ez a megtamasztasi mod keriilend6

A

e (Gorgds megfogas egy pontban y

v,=0 = az i pontbeli koncentralt tamasztoerének csak y Ko-

ordinatdja lesz.
TFyi X

e (GoOrgds megtamasztas egyenesen 1évé tobb, egymas melletti cso- y4

moépontban

v,=0, =123 ....

ve(g,nz—l)zzijhi &)y, = v=0.

A perem egyenes marad.

v X
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b) Linedris feladatok terhelési esetei
Linearis problémak esetén az egyes terhelésekhez tartozd6 megoldasok (szilardsagi allapotok)
szuperponalhatok.
Lineéris feladat: pl. linedris rugalmassagi feladat.
Ha ugyanarra az alkatrészre (azonos végeselem halozat esetén) kiilonboz6 terhelések hatnak, akkor az alabbi
egyenletrendszereket kapjuk:

Kg =f,
=1 =1
Kg =f,
=2 =2 Elnevezés: f , f ... f —terhelési esetek.
: =1 =2 =n
Kg =f
Atrendezés: K[qq }:[f f ... f J
== =1=2 =n =1=2 =n
Megoldas: [q q...q }:K*l[f fo..f }
=1=2 =n - =1=2 =n

Linearis feladatoknal egy programfutasban egyszerre tobb terhelési eset is kiszamithato.

Az f terhelési esetek tetszéleges (le +c,f +...+¢c,f ) linedris kombindcidjadhoz tartozé megoldas
=i =1 =

=n

(szuperpozicid): 9= Clgl +C, Sz +ot C“Sn ,ahol c,c,,...c, skalaris egyiitthatok.

C) Optimalis fesziiltségszamitas kvadratikus izoparametrikus elemeknél
A kozelités jellege:

e Az elmozdulasok masodfoka polinomok.

o A fesziiltségek linearis polinomok (derivalas).

A derivalas kovetkeztében a fesziiltségek egy nagysagrenddel
nagyobb hibaval terheltek, mint az elmozdulasok.

Célkitiizés:  olyan fesziiltség értékek meghatarozasa, amelyek pontossaga az elmozdulasok pontossagaval
azonos nagysagrendil.

A megoldas gondolatmenete:
e Az elmozdulasmez6t kétféleképpen kozelitjiik: teljes masodfoku és teljes harmadfoka polinommal.
o Keressiik azokat a pontokat, ahol a kétféle koziltésbdl szarmazo fesziiltségek megegyeznek.

e Ezek a pontok a 2x 2 -es Gauss kvadratira integracios pontjai.
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Az I, I, III. és IV. Gauss integracios pontokban szamitott fesziiltségek hibajanak nagysagrendje olyan, mint-
ha harmadfoku kozelitést alkalmaztunk volna.

Kvadratikus izoparametrikus elemeknél a (csomodponti) elmozdulasok és a 2x2-es Gauss integracidos pon-
tokban szamitott fesziiltségek pontossaga azonos nagysagrendd.

5.8. Tengelyszimmetrikus geometriaji, nem tengelyszimmetrikus terhelésii testek feladata

A geometria forgasszimmetrikus. A terhelesnek nincs €, iranyt koordinataja, de figghet a ¢ -tél.

Felileti terhelés:

Térfogati terhelés:

Az

P(R,9,2)

=pr(R.2,9)€ + p, (R, 2,9)E,.
=0z (R,2,9)& + P, (R,z,(p)éz.

A terhelést ¢ szerint trigonometrikus sorba fejtjik = a ¢-t6l valo fiig-
gést kiilon valasztjuk:

Pr=D. Pr, (R,z)cosno,
Feliileti terhelés: n=t

P, =i p, (R,z)cosno.
n=1

s =ZqRH(R,z)cosn(p,

Térfogati terhelés: rzl
q, = Zqzn (R,z)cosno.
n=1
Az elmozdulasmezé koordinatai: U(R,z,0)=u(R,z,¢)& +V(R,z,9)€,.

u(R,z,9)=>_u,(R,z)cosng,
A -6l valo fiiggést kiilonvalasztjuk: =

0

V(R,z,9)=>_v,(R,z)cosn¢.

n=1
A ¢ -t6] valo fuggés levalasztasaval a feladatot n darab tengelyszimmetrikus
terhelésl feladatra vezettiik vissza.

Az elmozdulasmezdk amplitidoinak izoparametrikus kozelitése:

5.9 Példak

3

Uy (&m)=Zh (&n)uy

IR

m=3,4,6,8.

Mz

Vi (‘i’n)z.

hy (iyn)vna

ML

1. példa: Neégyszog elem csomoponti terhelésvektoranak eldallitisa

- Linedris elem (ASF)

Adott: a, b, ¢, g=q,€, =4all.,
b az elem vastagsagi mérete.

Feladat: a csomoponti terhelésvektor meghatarozasa.
Ered6 er6: F =q,V =q,ach.
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XZE& >0 ac
Leképezés: 2 , [J}z 2 , det‘J‘:—.
2 2
A térfogati terhelésbol szarmazo csomoponti terhelésvektor:
T

F
(f‘*j —[fy O f, O f, 0 f, 0], =q, j I (2m)dedn b=
=q i1 4 4

=1
A lineéris approximéacio az allandoé terhelést egyenletesen osztja szét a csomdpontokra.

- Kvadratikus elem (ASF)
Adott: a, b, ¢, g=q,€, =all.,
b az elem vastagsagi mérete.

Feladat: a csomoponti terhelésvektor meghatarozasa.

detmzﬁ.
.
abc
(iej “[f, O £, .. f, Of, _ j j (&,m) de dn,
= n=-1&=-1
Az alakfiiggvény integralja:
1 (i=1357), q, . P haic13s57,
3 _ 12 12
f I (Em)dedn=1 =y e E
n=-lg=-1 — (i=24,6,8). g, —=—, ha i=2,4,6,8.
3 3 3
Y v F F
Eredd er6 (ellendrzés): 2fy=-4—+4—=F.
i 12 3

A megoszl6 erérendszert a csomopontokban helyettesitd erdk az eredeti terheléssel statikailag egyenértékii-
ek (ugyanazt a nyomatéki teret hozzak 1étre).

2. példa: 2D linearis leképezés Jacobi determinansa

AY AY AN
’ 4 Y 4 (-1 1)4 3 (11)
Leképezés
3mm 3 3mm 3 ) >
1,5mm
‘ L 2% '™ Lt 2 3 (-1-1) (1-1)
L 1,5mm A [imm " 2\
_ 3mm < 3mm

Vizsgaljuk meg, hogy négy csomopontt, linearis elem esetén kdlcsondsen egyértelmii-e a leképezés az alabbi
esetekben:

a) Ha harom csomdpont egy egyenesen van.
b) Ha az elem az abran lathat6 konkav alak.

A leképezés alakfliggvényei: h, (E_,, n) = %(1— E_,)(l— n), (E_, n) L (l+ i)(l n)
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hy (&)= (1+é)(1+n) hy (&m)= (1 £)(1+n).

Az a) eset vizsgalata: harom csomopont egy egyenesre esik.
4

A geometria leképezése: X= Zhl (&m)x% =0+= L (1+ £)(1-n)3+ 1(1+ £€)(1+n)1,5+0,

i=1

y=>h(&mn)y = 0+0+%(1+§)(1+ n)1,5+%(1—&)(1+ n)3.

i=1

A Kkijelolt miiveleteket elvégezve: X = §(1+§)(3—n), y= §(1+ n)(?,—g)_
ox oy 3 3
% | | g3 —Z(+n)
A leképezés Jacobi matrixa: i = 2i Z)E; = 83 38 .
291121 2(3_
ik 3108 2y
A Jacobi matrix determinansa: det‘ ‘ (3 £)(3 —n)—%(1+§)(1+r|):%(z_g_n),

A leképezés akkor elfajulo, ha det|J|<0 = 2-£-n<0 = n=2-¢&

Ez azt jelenti, hogy a leképezés a bal oldali abra egy pontjaban, a 3 jeli csomopontban elfajulo.

AN
(11
4
(-1-1)lt
A b) eset vizsgdlata: konkdv elem alak
A geomnia leképezise: x=3 (& =0+ L(L+E)(1-m)3+ e e)(aemeo,

i=1

y=>h(&n)y, 0+0+1(1+¢)(1 n)1+1(1 £)(1+n)3.

i=1

A kijelolt miveleteket elvégezve: X= (1+ E,)(l— gj, y= (1+ n)( - %j
OX 1
L S ot o 2 2
A leképezés Jacobi matrixa: J= =
= |ox oy 1 3
on  on 2 2

det|J| :(1—2)(1-%}-%(“ £)(1+m) :%(14,—11) .

A leképezés akkor clfajuld, ha det|d|<0 = 1-£-n<0 = n=1-%
Ez azt jelenti, hogy a leképezés a sraffozott tartomanyon elfajulé.

Megjegyzés: A végeselem felosztasban ilyen elemek nem szerepelhetnek, mert ebben az esetben hibas szami-
tasi eredményeket kapunk.
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3. példa: 2D feladat végeselem megoldasa

Adott: a furatos tarcsa geometrija, anyaga, terhelése. Ay
Feladat: egy lehetséges végeselem modell eldallitasa. é —
Az X tengely a geometria, a terhelés és a megtamasztas szempontjabol é m X
is szimmetriatengely. 7 U/ >
Egy lehetséges végeselem felosztas: VA
23
22
21
120
X
19
511 £12 513 9 9 £16 £l7 9 £19
K K 0 0 K 0 K
=22 =23 = = =26 =27 = =29
K 0 0 K K K K
=33 = = =3 =37 =38 =39
A szerkezet merevségi matrixa: K= K K 0 K 0
= =44 =45 = =47 =48 =
szimm. K 0 K K 0
=55 = =57 =58 =
Ke Ko 0 K

Példa néhany blokk felépitésére az elemi merevségi matrixokbol:

K..=K! +K2,
=33 =33 =33
K, =K. +KZ2,
=37 =37 =37
K. =K +K?> +K® +K' .
=1111 =1111 =1111 =1111 =1111
0]
0
A szerkezet csomoponti terhelésvektora: f= f_
= =19
f
L=23 ]
Példa néhany blokk felépitésére az elemi csomoponti terhelésvektorokbol:
fo=f°,
=20 =20
fo=f +f".

=21 B =21 =21
Peremfeltétel: Szimmetria: Vv, =Vg =V, =Vy5 =V =V;g =0,
Befogas: u; =v; =0, U, =U;=U,=U;=0.

A modell lehetséges finomitasa: az 1, 2, 3, 4, 5 csomopontokban a peremfeltételek helyett y iranyt rugok elhe-
lyezése.
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